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Über die Quadraturen von Integralen partieller 
Differentialgleichungen, 


Im Crelleschen Journal und in seinem Buch „Allgemeine Unter- 
suchungen aus der Theorie der Differentialgleichungen“ hat Koenigs- 
berger die Abelschen Sätze über die Quadraturen von algebraischen 
Funktionen, die sich durch algebraische Funktionen, Logarithmen und 
elliptische Integrale ausführen lassen, verallgemeinert; und er wurde durch 
die Behandlung von ähnlichen Fragen über die Quadraturen von transzen- 
denten Funktionen auf die Arbeit im 98. Band des Crelleschen Journals 
„Über Integrale transzendenter Funktionen“ geführt. Es soll versucht 
werden, diese zuletzt erwähnte Arbeit auf den Fall zu übertragen, bei 
welchem sich unter dem Integralzeichen Integrale nicht von gewöhnlichen 
Differentialgleichungen, sondern von partiellen Differentialgleichungen be- 
finden. | 

y, sei eine beliebige Funktion der u von einander unabhängigen 
Variablen 2,,2,...2, Wir nehmen an, daß die folgende Relation 
existiere: 


(a) (m) (a, 


E 0” . Sy 
or F, e Yı» En) ’ 


% 0 
027 02 


worin f, und F, algebraische Funktionen der eingeschlossenen Größen 
bedeuten sollen. Wir haben also in (1) die mehrfach iterierten partiellen 
Quadraturen über eine algebraische Funktion der unabhängigen Variablen 
21322» 2, der Abhängigen y, und deren Ableitungen, ausgedrückt 
durch eine algebraische Funktion eben dieser Größen. Wir machen ein 
für allemal die folgenden Festsetzungen: in einer algebraischen Funktion, 
wie f, oder F,, soll z, bedeuten, daß darin alle unabhängigen Variablen 
oder nur ein Teil davon, und Ban s 
Ozit...0zyM 
von y, zu einer beliebigen, endlichen Ordnung vorkommen können, wenn nicht 
die Zahl der höchsten Ordnung besonders angegeben wird. 


daß alle partiellen Ableitungen 


Re. a 
Wir wollen zunächst zeigen, daß man in der Relation (1) die 


0: i E 
2 ratıonale 
O2ft... 02,4 


u 


algebraische Funktion F, durch eine in 2,9, fi» 


Funktion ersetzen kann. 


Sei f, die Lösung der algebraischen Gleichung 


ö zu 
(2) Ri tr (eo Yı, ) as de ( Yı> en = 0, 


% % % 
027°... 02,4 O2]... 02,8 


deren Koeffizienten rationale Funktionen der eingeschlossenen Größen 
sind, und F, eine Lösung der algebraischen Gleichung: 


m Si Fyı Fm-1 R ”yı BR), 
(3) E 4 ae 40 are? ’ 
deren Koeffizienten auch rationale Funktionen sınd. Zunächst bilden wir 
aus der letzten Gleichung die (a ++ --+.a,)'* Ableitung: 


Data er 


4 Bee Ir 00 DU EEUEESEREEN. 
( ) OR OR 


.. O2" 

yı 
Da... dan? 
tiellen Ableitungen von F' nach z,. Nach Aa Satz von Abel kann man 
nun mit Hilfe der Gleichung (3) diese rationale Funktion ausdrücken als 
eine ganze Funktion in F vom (m — 1)'® Grade, deren Koeffizienten 

Ay 
O2... 02, 
nung der partiellen Ableitungen von y, im allgemeinen steigen wird. 
Setzt man in die Ableitung (4) statt F die Funktion F\ ein, so ist zu- 
folge Gleichung (1) 


Diese ist eine rationale Funktion in 2,,%, F, und den par- 


rationale Funktionen von 2,9%, sind, worin jedoch die Ord- 


tat tan m, 


027° 022 oe 


und folglich F, eine Lösung der Gleichung 
OH) Pr + + (2) 0. 
1 0) Dazmı.z r ua Au m—1 0) ae: ur de eu 


Nun bilden wir aus 1e eher (5) wieder den Ausdruck (4), und er- 
halten auf demselben Wege eine algebraische Gleichung (m — 2)'® Grades 
für F\ von der Form: 


0” 0” 
(6) ae T q (Berl 2 ) POTT a +qan_2 (eh) 


or. ..02, [7 02...02”u 
1 Au 


worin die a rationale Funktionen bedeuten, und worin die Ordnung der 
partiellen Ableitungen nach y, höher sein kann als in den Koeffizienten 
der Gleichung (5). 


BEN _ 


Eine wiederholte Anwendung desselben Verfahrens möge auf eine 

algebraische Gleichung für F\ führen von der Form: 
yı 4 An 

2) Fr4r,(z ———— | FPir... ———|=0 
( ) nl lo se) = 19 (el) ’ 
worın p<m ist, und die Koeffizienten r rationale Funktionen bedeuten. 
Wir nehmen nunmehr an, daß eine nochmalige Reduktion des Grades p 
auf eine Identität führt, welcher alsdann Genüge geschehen würde von 


jeder Lösung der Gleichung (7). 
Wenn die Gleichung (7) vom ersten Grade ist, dann würde F\ selbst 


eine rationale Funktion sein, und zwar: 


RE 
(8) F, ea (= Yı> a) 


% % 
ORTE . O2, 4 


Wenn aber p>1 ist, dann müssen alle » Lösungen F\, F,,---, F, von 
(7) der erwähnten Identität und damit auch der Relation (1) genügen, 
infolgedessen genügt auch 

1 
(8) a 1a 
der Relation (1), wenn dasselbe anstatt F\ eingesetzt wird. Da aber der 


Ausdruck (8!) minus —. des ersten Koeffizienten von der Gleichung (7) 


ist, so ıst er eine rationale Funktion von 2,9, fi; AN Wir 
02°... 0274 


können darnach den folgenden Satz aussprechen: 

Wenn die mehrfach iterierten Quadraturen über eine alge- 
braische Funktion von u voneinander unabhängigen Variablen, 
einer abhängigen Variablen und deren zu einer beliebig hohen 

| Ordnung genommenen partiellen Ableitungen — sich algebraisch 
(A) durch eben solche Größen ausdrücken lassen, so lassen sich 
dieselben auch rational durch eben solche Größen zusammen 
mit der Basis der Quadraturen ausdrücken. Die partiellen Ab- 
leitungen aber werden in der rationalen Funktion eine höhere 

Ördnung erreichen als in der algebraischen Funktion. 
Wenn wir nun mit R diese rationale Funktion bezeichnen, so er- 


halten wir: 


(a1) (@) (a) 


0y 167 1073 a 
(10) Sf ? ff (= Yı> Dan .. a) den. dep... dese 
0° 
-R (m, le ) 


% z 
ee: M 
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worin immer zu beachten ist, daß die Ordnung der partiellen Ableitungen 
eine höhere sein kann in R als in f.. 


u BR 


Als Beispiel für das Vorhergehende wollen wir annehmen, y, sei eine 
algebraische oder transzendente Funktion der unabhängigen Variablen 
2 hr 


(11) Yyı = P(21, 2). | 
Diese Gleichung stellt eine Fläche dar. Wir nehmen weiter an, daß das 


Öberflächenintegral für eine beliebige Beziehung zwischen z, und z, in 
der folgenden Form ausdrückbar ist: 


(& ou, ( ; 
(12) I + ) + (2) d2, da, = u (a, ne 


worin F\ eine algebraische Funktion der eingeschlossenen Größen ist, 
während (v) die höchste Ordnung der partiellen Ableitungen bezeichnet. 
Da F, durch eine rationale Funktion ersetzt werden kann, in welche 


die Basıs 
Ve 


eintritt, so können wir die Relation = schreiben, wenn wir die linke 
Seite davon mit J, bezeichnen: 


0° 
(13) J, ln (a 29, Yı > I 4 ) 
1: ( 


r r5 (# Ag, Yı» ee y\ + AR: (2) ’ 


worin r, und r, rationale Funktionen der eingeschlossenen Größen sind, 
und m, m, >v. J, ist also die Lösung einer quadratischen Gleichung 


von der Form: 
ne 
O2, 


(14) re) 
Wenn z. B. in der Gleichung (12) F\ = Yy, + 2,2, wäre, dann könnten 
wir statt F\ den Ausdruck 
(15) 2 

re a) lH) 


setzen. 


Wir wollen nun die Annahme machen, y, sei ein Integral der par- 
tiellen Differentialgleichung m’ Ordnung: | 


(16) P(2o, Y; 2 ; 0, 
(m) 


% zu 
Oz 02, 


*) Siehe Arbeit von Koenigsberger: „Über rektifizierbare Kurven“, Mathem. 
Annalen Bd. 32. 
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worin p eine algebraische Funktion ist und die in p enthaltenen Größen 
die vorher festgesetzte Bedeutung haben sollen. 

Es wäre zunächst für das Folgende genügend, wenn wir die Annahme 
machten, daß die Gleichung (16) eine im bekannten transzendenten Sinne 
'irreduktible, algebraische, partielle Differentialgleichung sei, aber wir 
wollen die weniger beschränkende Annahme machen, daß die partielle 
Ableitung von y nach mindestens einer der unabhängigen Variablen, 
etwa 2,, die m‘ Ordnung (höchste) erreicht, und daß (16) in bezug auf 
diese Ableitung im algebraischen Sinne irreduktibel ist, so daß dieselbe 
die Form hat: 


OO" y n 0” y oO" n—1 0”y 
17 IR ... Bla Zee nel) 
( ) ) r 1 ee 5 + hs n 45 Da... Day ’ 
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worin die Koeffizienten r rationale Funktionen der eingeschlossenen Größen 
sind, und keine Ableitungen m‘ Ordnung nach z, enthalten. Endlich 
soll das Integral y, von (17) keiner partiellen Differentialgleichung von 
beliebig hoher Ordnung genügen, in der die partiellen Ableitungen nach z, 
die m‘ Ordnung nicht erreichen. 

Wir nehmen nun weiter an, daß entsprechend der Relation (1) 


(a1) (a5) (au) 


(18) SS} Zr Hz EN den de>... dg@u 
$ 027: ... 02 IR (mı) i 2 


yı 
us Br (2 Yı; AR ) 
(Ms) 


02...02, 
sel, wobei m, und m; — die höchsten vorkommenden Ordnungen der 
Ableitungen — beliebige, endliche, positive, ganze Zahlen sein sollen. 


Wir haben aber gezeigt, daß man statt F\ eine rationale Funktion 


R, schreiben darf, so daß (18) übergeht in: 


a) (a) 
ö f} aH % 
Dane Ne, at Y 
( ) f ff | 0) Yı; oz. RR Dzın 1 u 1 0) TR PERS r Ozon N 


worin die Ordnung m; > m,, m, ist, und wobei f, die Lösung der alge- 
braischen Gleichung 


n 1 i Nn— , h 1 
(20) f"+a, (vi ee i“ lee ey ) —=( 
(m,) 


DIENEN zu „71 Fu 
ei 02, ns War ‚02, 


sein soll. Differenzieren wir die partielle Differentialgleichung (17) 


(m, — m)mal nacheinander nach 2,25, -. ., 2, und aus diesen 
erde tDdu+3) tm —m 
(m, — m)! 


Gleichungen und der Gleichung (20) eliminieren wir die 
BD (tm — m) 


(m, — m)! 


‚nach z, genommenen partiellen Ableitungen von y, von der m‘®" Ordnung 
an. Das Eliminationsresultat wird eine Gleichung in f ergeben, die mit 
Adjungierung der in den Koeffizienten zurückgebliebenen Größen irre- 
duktibel sein mag. Sei dieselbe: 


| De ; 
21 v En v—1 Mae =( 
ee 
worin die oe rationale Funktionen sind. Alle Ableitungen nach z, sind 
darin von niedrigerer Ordnung als der m"; m, jedoch ist im allgemeinen 


größer als m,. 
Nunmehr bilden wir aus der Relation (19) die Identität: 


4ı+M+:+@ 
De A. 
N, 


Q, 423 au 
OR0RS 02% 


(22) 


und drücken die linke Seite rational durch 2,,%,,f, und die Ableitungen 
von y, nach z, vermöge der Gleichung (21) aus. 
Setzen wir nun hierin f anstatt f,, so erhalten wir für /, die Gleichung 


(23) ta (hr un a 

a... 
worin die c wieder rationale Funktionen der eingeschlossenen Größen 
sind. Wenn wir nun wieder mit Hilfe von (17) alle partiellen Differen- 
tialquotienten nach z, von einer Ordnung höher als die (m — 1)* elimi- 
niert haben, so ergibt sich die folgende Gleichung in f: 


(24) ach (3% en ehe 
(m; 


02... 02,8) m) 

deren Koeffizienten gleichartig mit denen der Gleichung (21) sind. Es 
folgt also, daß alle Lösungen der Gleichung (21) der Gleichung (24) ge: 
nügen, d. h. wenn man in die Relation (19) anstatt f, irgend eine andere 
der Lösungen der Gleichung (21) einsetzt, so bleibt die Relation noch 
gültig, da dieselbe wieder auf die richtige Gleichung (24) führt. Wir 
sprechen also den folgenden Satz aus: 


Wenn die mehrfach iterierten Quadraturen einer algebrai- 
schen Funktion von u von einander unabhängigen Variablen 2, 
— von einem Integral y, einer partiellen Differentialgleichung 
(wo %, die angegebene Eigenschaft hat) und von einer be- 
liebigen Anzahl von partiellen Ableitungen von y, nach 2, zu 

(B) einer beliebigen Ordnung — sich algebraisch durch eben 
solche Größen ausdrücken lassen, so lassen sich dieselben auch. 
rational ausdrücken durch diese Größen und die Basis der 
Quadraturen. Diese letzte Relation bleibt auch bestehen für 
jede Lösung der algebraischen Gleichung, durch welche f de- 
finiert wird, wenn dieselbe als irreduktibel aufgefaßt wird nach 


der Elimination der nach z, genommenen Ableitungen, die von 
höherer wie der (m — 1)‘ Ordnung sind. 


Wenn 2, die linke Seite von der Relation (22) bedeuten soll, worin 
f, anstatt f, eingesetzt ist, so wird das folgende Produkt, gleich Null ge- 
setzt, eine richtige Gleichung ergeben. Also: 


(23) ie ae 


r=1 
oyı 

O2... Oztu 
und f, ausdrückbar ist, so ist die linke Seit® der Gleichung (25) eine 
symmetrische Funktion von f}, fa, - - -, f,, der Lösungen der algebraischen 
Gleichung (21), und ist infolgedessen rational durch die Koeffizienten der 
Gleichung (21) ausdrückbar. Wir dürfen also (25) auffassen als eine par- 
tielle Differentialgleichung von derselben Art wie die partielle Differential- 
gleichung (17), aber y, ist ein partikuläres Integral von (17) und (25) — 
infolgedessen müssen nach bekannten Schlüssen*), alle Integrale der par- 
tiellen Differentialgleichung (17) der partiellen Differentialgleichung (25) 
genügen. Wenn wir also in (25) anstatt y, irgend ein anderes partikuläres 
Integral von (17) einsetzen, muß mindestens ein Faktor verschwinden. 
Dies zieht zufolge des Satzes (B) das Verschwinden aller anderen Faktoren 
nach sich, und wir haben damit den Satz: 


Die Relation (19): 


Da 2&, vermöge der Gleichung (21) rational durch z,, Yı; 


(a}) (au) 


0” y 
f. fr den R (a toh, : ) 
(m;) 


% % 
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(©) bleibt bestehen für jeden Zweig der algebraischen Gleichung (21): 


ta +of + +9 -0, 
und für jedes Integral der partiellen Differentialgleichung (17): 


77) m m m—1 
€ IEZAC 2 +... +r,=0. 


PER 027. 
7. B. hat die in bezug auf 2X, algebraisch irreduktible partielle 
Differentialgleichung - 
(26) a Y 


das partikuläre Integral 
y=siun(%-+ 02)- 


Die folgende Relation existiert: 


*) Siehe Arbeiten von Koenigsberger; Crelle, J. fürM. B. 111 S. 1 und 
Clebsch, Math. Annalen B, 20 S, 587, 


BE ER 


(27) 4 7 I ayyı (4 6) N) u — e 


oder 


wii aYsin (2, + az,) (4 cot? (+ a2) + 4)] dz,dz, = Ysin (2 + a2,). 


In diesem Fall ist F\ die Lösung der algebraischen Gleichung 


(28) a) 
und f, die Lösung der a Re 
20398 a? : n 


Wir wenden die allgemeine Methode an, die in diesem Fall sehr einfach 
ist, und bilden 


De, 
02,02%, 
in der folgenden Weise: von der Gleichung (28) erhalten wir 
a 
(a) a K22 ot 
OL AAN GER, Sr, F, 0928 2Q, 
ER AB 1 oY, E, oyı 1 ; 0°Y, } 1 0, N oF, 
” 90m 2 0 0m Zuer7 02,02, zur 02, 0% 
(e) OF, Ber oYı 1 


O2, 0a a 
Wir erhalten hieraus, wenn wir (c) in (b) einsetzen und die ganze linke 
Seite gleich f, schreiben, den folgenden Wert für F\: 


2 
P= Es, Zu fı 8, 
Seen 1 -+- 2 PR 4,0. 3 
O2, Yı 02,02% 
oder 
7 ay*t 
(30) Feyn- ne 


Gel, = 2ayı“ 


sodaß wir erhalten 


(1) 
en N s vn + Mi n E 7 . 


worin die rechte Seite die gesuchte rationale Funktion ist. Die Relation (31) 
. bleibt nun erhalten, wenn wir anstatt f, die andere Wurzel der Gleichung (29) 
einsetzen. Wenn wir aber ein anderes Integral der partiellen Differential- 
gleichung (26) z.B. 

(32) pzorten 


ın (31) einsetzen, so bekommen wir die Ungleichheit 


a ET 


(33) 1 le — U yertan. da de, + Verten. 
Also bleibt die Relation Ei nicht bestehen, wenn wir anstatt y, das In- 
tegral y, einsetzen. Dies ist aber zu erwarten, da 
y, — sin (2 + a2,) 
auch ein Integral der partiellen Differentialgleichung 1. Ordnung 


(34) EEE LE NEN 


ist. Diese Gleichung (34) hat aber auch das partikuläre Integral 
y—-I(&a+ a2). | 

Dieses Integral genügt keiner Differentialgleichung von irgend welcher 
Ordnung, worin 2, oder z, als Parameter vorkommt, denn eine solche 
Differentialgleichung wäre eine gewöhnliche und bekanntlich kann die 
I-Funktion nicht das Integral einer gewöhnlichen algebraischen Differential- 
gleichung sein. 

Nun geht 


or orte. oT 
(86) ISIVero mend2 28 ie Kar RAID 
über in EEE 
(37) ET 


worin L die linke Seite von (36) bedeutet und die rechte Seite von (37) 
eine rationale Funktion ist. 

Die Relation bleibt auch bestehen für jedes andere Integral der par- 
tiellen Differentialgleichung (34). Dies ersieht man schon daraus, daß 
(37) eine Identität ist. 

Wir wollen lieber noch ein zweites Beispiel angeben, in dem die 
Relation (19) nur für die Integrale der betreffenden partiellen Differential- 
gleichung besteht. 

Die partielle Differentialgleichung 


; 6 0 1 
(38) en, hal 
hat ein partikuläres Integral 

Au T (108 : +.) 
(39) Wr TeRE E; 


und die Relation (19) geht über in: 


2 1 1 0 1 
(40) SI Be V+& an dadz = y +3 VA 


2 


ee ey 
i (f > "= De] l 


u 


wo /, die Basıs der partiellen Quadraturen bedeutet. Die Relation (40) 
bleibt bestehen für jeden Zweig von f und für jedes Integral der par- 
tiellen Differentialgleichung (38), deren allgemeines Integral 
1 1 
y- ar slweat,) 
ist, worin p eine willkürliche Funktion der eingeschlossenen Größen be- 
deutet. 
Wir wollen nun eine weitere Anwendung des Vorhergehenden machen, 


indem wir die in bezug auf En oder n im algebraischen Sinne irre- 
duktible partielle Differentialgleichung 

ö 0 
(41) er 


in der die f beliebige algebraische Funktionen von 2,, 2, sind, zu Grunde 
legen und annehmen, daß das partikuläre Integral y, der Gleichung (41) 
die Eigenschaft hat, keiner gewöhnlichen Differentialgleichung beliebig 
hoher Ordnung zu genügen; dann soll bewiesen werden, daß die Relation 


(42) SI nd da = Pl, 2, 9), 


worin @ eine algebraische Funktion der eingeschlossenen Größen bedeutet 
— nicht existieren kann. Wenn diese Relation überhaupt bestehen 
könnte, müßte auch die Relation 


() d : 
(43) Inas, u (A, #95 a , 


bestehen; wo (43) aus (42) durch einmalige Differentiation nach 2, ent- 
standen ist. Vermöge des. Satzes (A) und der partiellen Differential- 
gleichung (41) könnten wir (45) in der Form 


1) 0°Y, 0" y 
(44) Inan-R lan, %, ER a) 
schreiben, worin R, eine rationale Funktion bedeutet. Aber diese Re- 
lation bliebe auch bestehen, wenn wir, vermöge des Satzes (Ü), irgend 
ein anderes Integral der Gleichung (41) anstatt y, einsetzen. Wenn nun 
die partielle Differentialgleichung 


0, Br 
(45) lan, ee 
das Integral y, hätte, so hätte (41) das partikuläre Integral 
y=CYyHtYı, | 


worin c eine willkürliche Konstante ist. Es müßte infolgedessen die Re- 
lation | 


E o(y, 2 0 1 2 
(46) Io tewda—R, (2, 20, Yı + CYa; 2 ni Pe) Ren) 


% 
02, 


TE VEN on 


bestehen. Da nun c immer mit %, + ey, in gleicher Weise verbunden ıst, 
und da nach einmaliger Differentiation der Relation (46) nach c, auf der 
linken Seite c verschwindet, so verschwindet es auch auf der rechten 
Seite. Daraus folgt, daß R, linear in y, + cy, und deren Ableitungen ist. 
Wir erhalten infolgedessen die einzige mögliche Form für die Relation (44), 
nämlich: 


rm j oY, 0 1 
(47) Inda-m+an+ m +... ta, 2 


«I 
02 


worin die a und x, algebraische Funktionen von 2, und 2, sind. Wenn 
wir nun nach 2, differenzieren, so erhalten wir die Identität: 


_ Od OYı Yyı Yyı ty, 
21, 02, A 0, “ Or 02° iu U + 1 de ar er dest 
00, da, Öy, 0a, 0y, 0 FEN dr \y, 0a, ”y, 
Ai 776 Su FrO-TrOu- Tor FF RE u Tabl Fo a TORE YEE 
woraus man erhält: 
0a, 0a,_; da, 
a,=0, a rare G aice dz, —0, ..., ed; 
ca, IE 2a... TR 
en 
und hieraus ergibt sich 
a Eee el) Pk a 
aber da Me — 1 ist, finden -wir, daß a, den Wert Null nicht haben kann. 
1 


Wir finden also einen Widerspruch und schließen daraus, daß 
eine solche Relation (42) nicht existieren kann, w. z. b. w. 


Wenn wir z.B. aus allen Zylinderflächen, d. h. aus allen Flächen, die 
durch die partielle Differentialgleichung 


definiert werden, diejenigen herausgreifen, die die Eigenschaft haben, daß, 
wenn man z, oder z, als Parameter betrachtet und also die resultierenden 
Funktionen zwischen y und der nicht als Parameter betrachteten Variablen, 
etwa 2,, als ebene Kurven, diese Kurven keinen gewöhnlichen Differential- 
gleichungen mit algebraischen Koeffizienten genügen — so haben diese 
Flächen die Eigenschaft, daß der Raum zwischen der 2,2,-Ebene und 
diesen Flächen nicht algebraisch durch die Koordinaten 2,, 2,, y, aus- 
drückbar ist. 

Es ist nun ohne weiteres klar, daß wenn in der Relation (18) die 
algebraische Funktion f, eine rationale Funktion ist, und F\ durch die 
algebraische Gleichung 


Be 


(49) Ben 0, (" Yır ee Rn 0, Ö 

definiert wird, worin die o rationale Funktionen bedeuten, und die 
Gleichung selbst mit Adjungierung von z,, Y,, und den Ableitungen von %, 
nach 2,, ..., 2, zu einer beliebig hohen Ordnung, aber nach 2, zu 
höchstens der (m — 1)'® Ordnung irreduktibel ist, so bleibt die Relation (18) 
auch bestehen, wenn man anstatt F\, irgend eine andere Lösung von der 
Gleichung (49) einsetzt. 

Es ergibt sich nun, daß, wenn eine Relation (42): 


SI dz, d2, ED (2, A) Yı); 


worin y, ein Integral irgend einer partiellen Differentialgleichung ist, 
existieren kann, y, ein Integral einer partiellen Differentialgleichung von 
der Form Ar N 
Y 7 BY 

(50) 9 (2,29, 55 02,’ 0 
ist, worin g eine algebraische Funktion der eingeschlossenen Größen be- 
deutet. Für eine Differentialgleichung von dieser Form gelten die Sätze 
über die Irreduktibilität der partiellen Differentialgleichungen im all- 
gemeinen nicht mehr. 

Wir wollen zunächst die notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
aufstellen, dafür daß die zweifachen Quadraturen über ein Integral y, der 
partiellen De 


(51) a HR Hager = 0, 
in der f, fu, fi, fa, fs beliebige algebraische Funktionen von 2,, 2, sind, sich 
algebraisch durch eben dieses Integral und die unabhängigen Variablen 
2, 2, ausdrücken lassen. Wir machen nun die Annahme, daß y, ein 
Integral von (51) sei, jedoch keiner partiellen Differentialgleichung 7. Ordnung 
genüge. 

Es soll also die Relation 


(82) fu da, da — 9, (&1, 29, Yı) 


existieren, worin @, eine algebraische Funktion bedeutet, und zwar die 
Lösung, der mit Adjungierung von 2,, 2, Y,, iIrreduktiblen algebraischen 
Gleichung 
(83) pr + RB, (2, 2, 4) PT" + Ra, 0, 
worin die Koeffizienten R rationale Funktionen bedeuten. Nun bilden 
wir hieraus die partielle Ableitung 2. Ordnung nach z, und 2, und setzen 
dieselbe gleich y, vermöge der Relation (52), also 

ö’p 
02,0%, 


(94) —Yı, Brig 


LER 1 


oder wenn wir die linke Seite vermöge der Gleichung (53) ausgedrückt 
haben als eine rationale Funktion in @, 2,, %, y, und den partiellen Ab- 
leitungen, so erhalten wir aus (54) für p, die algebraische Gleichung: 


Er AUERCHIEO EN E RE 
(55) [6 29, Yın 32,’ EN le el 


Oder vermöge der Differentialgleichung (51): 
; oYy, Oy\ r- 
(56) "+0 (21,22 9, 5 0 (L 


Da aber die Gleichung (53) eine irreduktible sein soll, und g, auch der 
Gleichung (56) genügt, so wird vermöge der Annahme, die wir für y, 
gemacht haben, jede Lösung der Gleichung (53) auch der Gleichung (56) 
genügen, so daß wir nach den vorhergehenden Schlüssen statt @ wieder 
eine rationale Funktion R von 2,, 2,, Y, setzen können, also: 


(87) SInaz da= R(2,,2, Yı)- 


Diese Relation besteht aber auch, wenn man anstatt y, irgend ein anderes 
Integral von (ö1) einsetzt. Wir schließen gerade wie vorher, daß R nur 
linear in y, sein kann, sodaß wir erhalten 


(58) In d2dz3—=b+ay,, 


worin b und a rationale Funktionen von Suuag 2, sind. Nachdem wir die 


Relation (58) nach 2,, 2, differenziert und vermöge der Gleichung (51) 


5 5 
eliminiert haben, so erhalten wir die folgende Identität: 


Br: 92a Er A W071? 
(89) A 92,02, FR rn Rage ri re a 


und daraus die folgenden Relationen: 


[7 \ 
(60) ERTL ak 0; 02,0 au 1=0; 
0°b . 
FERERGE Ür 0. 


Diese sind die gesuchten notwendigen Bedingungen, aber sie sind auch die 
hinreichenden Bedingungen, da, wenn die Gleichungen (60) erfüllt sind, 
(59) auch wieder eine Identität ist, und daraus sich (58) ergibt. Wir 
bekonımen hiermit den folgenden Satz: 

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, 
daß die partielle Differentialgleichung (51) so beschaffen ist, 
daß die zwei Flächen-Quadraturen über ein Integral derselben, 
das keiner partiellen Differentialgleichung 1. Ordnung genügt, 
sich algebraisch, also rational durch eben dieses Integral und 
die unabhängigen Variablen ausdrücken lassen, sind die, daß 
die gewöhnlichen Differentialgleichungen: 

2 


a 


dx dx 
(a) En —ıfß=0 und ee 
worin 2, in der ersten und z, in der zweiten nur als Parameter 
vorkommt — ein gemeinsames rationales Integral a besitzen; 
weiter, daß dieses Integral a auch die partielle Diferenkal, 
alone 


De 


02,02, 


befriedigt, und endlich, daß die partielle Differentialgleichung 


0°%x 
ee 


ein rationales Integral b besitzt.*) 


So sind z.B. in der partiellen ae 


an -— eL 
(61) 02,0% ik 2, 02%, y+- Ö 


die Koeffizienten 
1 


1 
er fo= EN h=d, =: 
Die Bedingungsgleichungen nehmen darnach die . Gestalt an: 


(«) Fr IR - 9 
(B) 7-0 

(7) +% - u 
(0) a — ao —.(, 


Aus («) bekommen wir: 
=2+9(%), 


worin 9, eine willkürliche Funktion von 2, ist; aus (ß): 
= 9%), 
worin 9, eine willkürliche Funktion bedeutet; aus diesen beiden Werten 


folgt: 
ı—=2. 


Wir erhalten also für unser Integral a den Wert z,, und z, in (y) gesetzt 
genügt der Gleichung. Aus (6) ergibt sich, wenn 2, für a gesetzt wird: 


Kann + 9 (2)da + %(%)=b, 


worin %,, %, willkürliche Funktionen bedeuten. Wir brauchen nur %, 


*, Diese hiermit gefundenen Bedingungen sind den analogen Bedingungen für 
gewöhnliche Differentialgleichungen ähnlich. 


Ar) 


und %, richtig zu wählen, damit x, eine rationale Funktion von 2,, 2 
wird. Wir finden also, daß in unserm Fall die aufgestellten Bedingungen 
erfüllt sind. Das doppelte Integral muß also die Form haben: 


(62) fi dz, d2, — 2,2, + 2ıYı + (v(a)dz, +%(%,)=b+ay, 


worin y, ein partikuläres Integral von der Gleichung (61) ist. 
Wir wollen aber noch zeigen, daß eine Relation von der Form (52), also 


SI nazdz = 9, (2,2%, Yı)» 


nicht existieren kann, wenn y, ein Integral einer partiellen Differential- 
gleichung ist, die aus der partiellen Differentialgleichung (51) durch eine 
ganze algebraische Transformation oder aus der reduzierten Differential- 
gleichung von (51) durch eine noch allgemeinere Transformation hervor- 
geht, wenn der Grad der Transformation >1 ist. 

Zu diesem Zwecke betrachten wir die algebraische partielle Differential- 
gleichung 


ie: OR MER 
(63) ER rg 


re. 0 
Deo! 2 
ik 2 


worin die Koeffizienten beliebige algebraische Funktionen sind, und 
wenden hierauf die ganze algebraische Substitution an: 
(64) y=-4+tA?r+:-:-+4,P*, 
worin die A beliebige algebraische Funktionen von 2,, 2, bedeuten. Wir 
bilden nun aus (64) die Größen 

pP GESESEP ee 


EBENE L, 27080 


und setzen dieselben in die Gleichung (63) ein; hierdurch erhalten wir die 
partielle Differentialgleichung 


r DYIROY ANY NH 
(65) (a Ar yı EEE BER ER 


Angenommen es gäbe eine Relation 


(66) un da,da—= R(2,,2,Yı), 


worin %, ein Integral der partiellen Differentialgleichung (65) bedeutet, 
und R eine rationale Funktion. y, soll aber keiner partiellen Differential- 
gleichung 1. Ordnung genügen. Wir erhalten nun: 


(67) (IA +AP+ +4, P]deda = R(,,4+ AP +-- +4, Pr) 


Diese Relation bleibt bestehen für jedes Integral der Gleichung (63), also 
auch für das Integral cP,+ P,, worin ce eine willkürliche Konstante ist 
und P, ein partikuläres Integral der reduzierten partiellen Differential- 
gleichung von (63), so daß 

9# 


aa N 


(63) SfTA+ A (Bi +eP) +: ]da.dz, 
ann Rz, 29, Aut 4 (P,+cP,) +:r:+ A,(P, + cD3% 


aber da c immer mit P,+cP, verbunden vorkommt, und da ce von der 
linken Seite verschwindet nach #-maliger Differentiation nach c, so wird 


(67) die Form haben: 


(69) ahire +4AP,+:::+4,Pldada =, +a,P,+:-:-+a,P%, 


worin die a beliebige rationale Funktionen von 2,, 2, sind. Nun differen- 


zieren wir nach 2, und erhalten: 


[iA+ AP +... + 4,Pr]an u: Richie ne 


P 
4 2074. 


und nun nach 2, und bekommen, vermöge der Gleichung (63) die Identität: 


10a 0° a, 0°a, 9 
(70) At+A Pt HA, PR, 02, SEN ae Ft, ER ri He dt 
0a, OP, 9,06, 60P, oa, 0, 


04, 6 oP, FR 
oz 02, Tab, oz, je 02,0%, ee Er: 02, 


00, 04, D,- P, 1 
ton lan + 22% Beide B er 143.20 ad 


+3-4a,P, WR a n 
2 


Be I, +2 P, ++ aa, Dr 


Wenn man nun die Koeffizienten der Posten von der Form 
OP, OD Od 
Or 0290 or 

gleich Null setzt, so findet man: 


2, —=0,2.3:-,=-0, 3-4: ,=0,..., k-Dxe-a- 0a 


Die Relation kann folglich nun die Form annehmen: 


(A) IE LP) d2 da =M+qP,, 
und (70) gibt noch weiter für die Bedingungen: 
(72) ne. 
02,02, DD 
0°, 
d2, 62, fo = 4, 
04, 
ar hf = 
N 
3 fh En Ö, 


% 


re He 
also genau dieselben Bedingungen, wie wir sie bei der andern Betrachtung 
gefunden haben. Wir können also sagen: 


Die partielle Differentialgleichung (65) kann die erwähnte 
Eigenschaft nicht haben, wenn die Transformation (64) nicht 
eine lineare ist. 


Aus der reduzierten partiellen Differentialgleichung 


oP op u 
(73) hethr, that . N, 


00 
ergibt sich durch die Transformation | 
(74) y—= AP» + A Por +-:-+4,P%, 


worin die « beliebige positive oder negative Zahlen bedeuten und die A 
beliebige algebraische Funktionen von 2,, 2, sind — eine partielle Diffe- 
rentialgleichung 


oy 0y ONE 
69) cr LTE RE ne 


Wenn es nun eine Relation 


(76) In dad — R(2,, 2%, Yı) 


gebe, worin y, ein Integral von (75) ist, und R eine rationale Funktion 
darstellt, so wird 


(77) SfaP“ Abe. Ar R,r]a2, a 
—- Ri2,2, uf HA P,a+-:-+4,P%) 


gelten, und wenn wir annehmen, daß. y, keiner partiellen Differential- 
gleichung 1. Ordnung Genüge leistet, so würde auch die Relation (77) 
bestehen, wenn wir anstatt P, das Integral UP, setzen, wo Ü eime will- 
kürliche Konstante bedeutet. Also wird 


(78) fie» An 4% -- (& Ar PB + gs - A,„0° P °) da, d2, 
— R(&, 23, A,0® P,% + A, CHP a +: -+4,0=P%); 


aber wenn wir nun die Relation (78) nach (0% differenzieren, so ver- 
schwindet diese Größe auf beiden Seiten, so daß, da C“ mit P,@ gleich 
verbunden ist, die Relation (77) linear in P,* auf der rechten Seite sein 
muß, man kann infolgedessen die rechte Seite nach Pr ordnen, so daß, 
wenn die willkürliche Konstante © gleich Null gesetzt wird, man erhält: 


(79) SfAP® 2..0.4,5,07)0,. 05 = Heut a,.B, 


und nach Differentiation nach z, und z, und mit Benützung der Gleichung (73) 
erhält man die Identität: 


NRDINEERN 


@ BEN, &o no a Qy ay 
BO) ADrE een te Bi 


op, Ca, o—l Berl a—1 : 
er + P, Ar 
op OR B 4 
Be a 
+ 0,4, Pu 


+ [oo 52 Pi! + 015 — Perir+. vl day Pay 


02 


P 
+ [a,0,(& 1) Pe +0, (9, —1)P9?+-+a,(e,—1)a,P,%%*-?) =) 


und hieraus finden wır: | 
rn 1)=I; mu -Y)=I; a, -—1)—=0,..., a,a,(e, - D=0, 


d.h. @, %, -:., a, werden Null, wenn die «, nicht entweder O oder 1 
sind; oe "darf 


die Transformation (68): 
y- AyL% + ber + Ar 
nur die Form 
Yo Bik 
haben, worin 5, und 5, algebraische Funktionen von 2,, 2 
bedeuten. Die gesuchten Bedingungen nehmen dann aber 
wieder die Form an: 


NE a, fs 

0a, 

nn u Ad 

0°a, i 
—— —d B 
02,02, ‚hr 
KA B 
02,02; Di 


Wir können also nun den folgenden Satz aussprechen: 


Keine partielle Differentialgleichung 


er oP a 
(e) Fiht th, na no 
worin die f beliebige algebraische Funktionen von 2,, 2, be- 
deuten — durch die algebraische Transformation 
(B) y— Aa, 
worin die A beliebige algebraische Funktionen von 2,, 2, sind 
und worin <>] ist — oder aus («), wenn f=(0 ist, durch 


die Transformation 
y=4AP*"+AP% +:.-+4A,P%, 
worin a,> 1 ist und die A wieder beliebige algebraische 


Funktionen von 2,, 2, bedeuten, hervorgeht — kann die Eigen- 
schaft haben, daß ein Integral y, derselben, das keiner par- 
tiellen Differentialgleichung 1. Ordnung Genüge leistet, so be- 
schaffen ist, daß die partiellen Quadraturen nach z,, 2, über 
dasselbe rational durch y, selbst und z,, z, ausdrückbar sind. 


Wir wollen nun unsere Betrachtungen etwas ausdehnen, indem wir 
anstatt der partiellen Differentialgleichung 


ONE f 6” y 
(81) =; 25 Yı: zı en 132 
[4 pers u 


a 2 „4 au 
02, 025 {8} O2, 


die folgende partielle Differentialgleichung zu Grunde legen: 


0” y oF "y 
89) S'r Re I 2 Rn Rn DONE, 
2 Zr Er r(: Be: 21" ee ee (0 il, rc | L wer L- ; 02, (m) 


worin m,, m, beliebige ganze Zahlen, und f,, f, algebraische Funktionen 
der eingeschlossenen Größen bedeuten. Das 2& soll die Bedeutung haben, 
daß (82) linear in allen möglichen partiellen Ableitungen von F' bis zur 
Ordnung m, ist, wobei jeder Posten mit einem algebraischen Koeffizienten 
von der Form f, versehen ist. Die Bedeutung der in f,, f, eingeschlossenen 
Größen haben wir am Anfang schon angegeben. y, soll ein partikuläres 
Integral der früher mit (17) bezeichneten partiellen Differentialgleichung 


N "y n—1l 
83 u ee: SE r—=( 
5 E) # % ( an rem O7. a ( = b 6% 


sein, und soll wieder denselben Bedingungen wie damals genügen. 
Wir nehmen nun an, die partielle Differentialgleichung (82) habe ein 
algebraisches Integral F\, wo F\ die Lösung der algebraischen Gleichung 


| 2, | 
Ce ER rn ek ae 

ist, worin die Koeffizienten y rationale Funktionen bedeuten. Zunächst 
bilden wir aus der Gleichung (84) alle in der Gleichung (82) vor- 
kommenden partiellen Ableitungen 


als ganze Funktionen (r — 1)‘ Grades in F' mit Koeffizienten rational 
in 2,, %, und den nach z, genommenen partiellen Ableitungen von y,, und 
setzen dieselben in die Gleichung (82) ein, so bekommen wir eine alge- 
braische Gleichung (r — 1)'® Grades in F mit rationalen Koeffizienten 
von der Form: 


(85) Fr-14 a, (? o, I fo» fü en Yı Ke + Ka Ö, 


„02 


u 


worin die Koeffizienten « rationale Funktionen der eingeschlossenen 
Größen bedeuten, und f,, f, die Koeffizienten der Gleichung (82). Auf 
dieselbe Weise wie vorher reduzieren wir den Grad der Gleichung (85) 
für F\ und erhalten eine algebraische Gleichung (7 — 2)‘ Grades, die 
F, wieder als Lösung hat und die von derselben Form ıst wie die 
Gleichung (85), nur daß höhere Ableitungen in die Koeffizienten ein- 
treten können. Die Wiederholung dieses Verfahrens führt uns endlich 
genau wie vorher zu einer algebraischen Gleiehung 1. Grades oder zu 
einer Gleichung von höherem Grade, die bei der nächsten Reduktion eine 
identische Gleichung ergibt. Wir können aber genau wie damals 
schließen, daß es in beiden Fällen auch ein rationales Integral F, der 
partiellen Differentialgleichung (82) gibt, also: 


”y, 
(86) Rn Y,lola Yı, 2 


% Fu 
027" FEN 02, 


Wir haben damit den Satz: 


Wenn eine partielle Differentialgleichung (82) von der 
angegebenen Art ein algebraisches Integral hat, das von den 
en 
2... 0B0H 
diesen Größen und in den Koeffizienten der Gleichung (82) 
rationales Integral F,. 


Größen 2,,Y, 5 abhängt, so hat sie auch ein in 


Aber nach dem bekannten Satz von Abel kann man mit Hilfe der 
symmetrischen Funktionen die algebraischen Irrationalitäten /,, f, durch 
eine einzige algebraische Irrationalität w, und die in den Koeffizienten 
fo, f, eingeschlossenen Größen rational ausdrücken. 

Sei diese algebraische Irrationalität w, die Lösung der algebraischen 
Gleichung: 


(87) uw d, ( Yı, 2 \e++a=0. 


% rn Zu 
02] 02, 


Darnach geht F, über in: 
0” 
(88) F—R, ( W,Yı) a ): 


% % 
De “ 
021°... 02, 


Nun eliminieren wir aus der Gleichung (87) vermöge der Gleichung (83) 
alle partiellen Ableitungen nach etwa z, von der m'* Ordnung ab, und 
ordnen das Eliminationsresultat nach Potenzen von w. Sei diese alge- 
braische Gleichung für w, eine irreduktible von der Form: 


(89) wg, (= Yı, a Jerni+ nr = A,— 0, 


%ı : zu 
One. 02, 


worin die Koeffizienten A algebraische Funktionen sind, die aber von 
allen Ableitungen nach 2, einer höheren als der (m — 1)!” frei sind. 


222) a 


Wir setzen zunächst das Integral F, in die Gleichung (82) ein, und er- 
halten eine algebraische Gleichung 


(90) w” + BD, ( a) U: ee u 
oz... oa 
für w,, deren Koeffizienten — sobald wir alle Ableitungen nach z, von 
der Ordnung m an vermöge der Gleichung (83) eliminiert haben — gleich- 
artig mit den Koeffizienten der irreduktiblen Gleichung (89) sind. Infolge- 
dessen genügen alle die Lösungen von der Gleichung (89) der Gleichung (90) 
Es ergibt sich daraus der Satz: 


Wenn man in das Integral (88) statt ww, irgend eine andere 
Lösung w, der irreduktiblen algebraischen Gleichung (89) ein- 
setzt, so wird der neue Wert ein Integral derjenigen partiellen 
Differentialgleichung sein, die aus der Differentialgleichung (82) 
hervorgeht, wenn man in dieselbe für die Koeffizienten f,, fy, 
diejenigen algebraischen Irrationalitäten einsetzt, die sich aus 
w, gerade so zusammensetzen wie f,,f, aus w,. 


Nun bilden wir diese » partiellen Differentialgleichungen und ihre 
nvationalen Integrale und setzen die letzteren in die partiellen Differen- 
tialgleichungen ein, dann bekommen wir » Gleichungen in w,, Ws, ..., %0,; 
und wenn wir diese mit 9, =0,9%,=0,....9,=0 bezeichnen, und 
bilden das Produkt: 


(91) 9,99 .-9,=0, 


so wird die linke Seite von der Gleichung (91) eine symmetrische Funk- 
tion der Lösungen w,, Ws, ..., w, sein, so daß sich das Produkt rational 
durch die Koeffizienten der Gleichung (89) ausdrücken läßt; dann aber 
wird (91) eine partielle Differentialgleichung sein von derselben Art als 
die Differentialgleichung (83); aber vermöge der Annahme, welcher y, 
unterliegt, müssen alle Integrale von der Gleichung (83) der Gleichung (91) 
genügen; aber, da das Verschwinden eines Faktors von (91) das aller 
anderen nach sich zieht, so 


bleiben die rationalen Integrale R,, R,,..., AR, bestehen, wenn 
man anstatt y, irgend ein anderes Integral der Gleichung (85) 
einsetzt. 


Wenn nun in der Gleichung (82) nur ein einziger Koeffizient, etwa 
fo, nicht rational ist, so träte f, an die Stelle der w,, und das rationale 
Integral bliebe noch ein Integral aller partiellen Differentialgleichungen, 
die aus (82) hervorgehen, indem man f, durch alle seine Zweige hindurch 
laufen läßt, wenn nur in (82) diese Zweige auch entsprechend eingesetzt 
werden. Und diese Integrale bleiben auch bestehen, wenn anstatt , 
irgend ein anderes Integral der partiellen Differentialgleichung (83) ein- 
gesetzt wird. 


a 
7. B. hat die partielle og 
(92) Y = un = -Yy 
das partikuläre Integral 
F=VY(z—-T(a — lg,)4], 


worin VI (4 — I(z2— log z,)7]°=y, ist, und y, ein partikuläres Ent ral 
IR 5 233. Yı Yı p = 


der in bezug auf er im algebraischen Sinne irreduktiblen algebraischen 


partiellen Differentialgleichung 


2 2 
(93) Ban + % a Vo 


deren allgemeines Integral die Form 

(94) ne vıa- d(2,—log3)}4]' 

hat, worin ® eine willkürliche Funktion bedeutet. Das Integral 
Ki. Vh 

ıst die Lösung der algebraischen Gleichung 

(95) | Beten: Hr Ö, 


woraus sich 


or, Lay, 
02, RER A 


und 


Da, ee. 
ergibt. Diese Werte in die Gleichung (92) gesetzt, ergeben für F, das 
gesuchte rationale Integral 
2) Y, 
(96) nr 


oyı oy 
02, 1 02, 


or, slahın 29 


Es ist auch ersichtlich, daß (96) noch ein Integral der partiellen Differen- 
tialgleichungen bleibt, die aus der Gleichung (92) hervorgehen, wenn man 
anstatt Yy die anderen Zweige eYy, a” Yy einsetzt, wenn nur auch 
entsprechend in (96) anstatt Yy, der Zweig «Yy, bezw. «?’y, eingesetzt 
wird. 

Die Relation (96) bleibt auch ein Integral, wenn man anstatt y, 
irgend ein anderes Integral der partiellen Differentialgleichung (95) ein- 
setzt — folglich auch, wenn man das allgemeine Integral (94) braucht — 
wenn nur dies auch in die Gleichung (92) eingesetzt wird. 

Wir wollen nunmehr anstatt der Her Differentialgleichung es 
die Gleichung | 


o*y, yo eF 3 
(97) et (? 0 Yu Uar 700) dm... Oz) rn Oz. . Dar u 


au 0 ER 


zu Grunde legen. Also eine partielle Differentialgleichung von genau 
derselben Form wie (82), nur soll der Posten f, unter den f, eingeschlossen 
sein, und anstatt einer Größe y, sollen in den Koeffizienten e solche 
Größen und ihre Ableitungen vorkommen. (Genau wie bei der Gleichung 
(82) sollen beliebige algebraische Zusammensetzungen der Größen 
2a Yı» Ya, --,Y, und deren partiellen Ableitungen zu einer beliebig hohen 
Ordnung die Koeffizienten dieser linearen Dan Differentialgleichung 
bilden. Die Größen Yı, Ya, - -,Y,, die wir von jetzt am mit y, bezeichnen 
wollen, seien partikuläre Integrale” der partiellen Differentialgleichungen 


n% 


98 D 2 ti), 
( ) y E 0? REP ER 02, 1 


worin ®, eine algebraische Funktion und m, die Ordnung der betr. Diffe- 
rentialgleichung ist. » kann dabei eine oder mehrere der Zahlen 1, 2,...,o 
oder alle bedeuten, je nachdem die y, die Lösungen von einer oder mehre- 
ren, oder höchstens o partiellen Differentialgleichungen sind. Die partiellen 
Differentialgleichungen (98) sollen so beschaffen sein, daß die partiellen 
Ableitungen nach mindestens einer der unabhängigen Variablen, etwa Zu 
die höchste Ordnung m, erreichen, und sollen in bezug auf diese im 
algebraischen Sinne irreduktibel he Es soll auch keine Ben zwischen 
den y, (oder einem Teil davon) und deren partiellen Ableitungen existie- 
ren, worin die partiellen Ableitungen nach z, (wo z, verschieden sein 
kann bei verschiedenen der partiellen Differentialgleichungen) unter der 
m,” Ordnung liegen. 

Wenn nun die Gleichung (97) ein algebraisches Integral hat, so läßt 
sich genau wie vorher zeigen, daß dieselbe auch ein rationales Integral 


(99) il —— R (# 18% Yo, , ne) 
£ u 


haben muß, worin R eine rationale Funktion bedeutet, und worin wir die 
sämtlichen partiellen Ableitungen von y, nach 2, mit dem Ausdruck 


[0] 


oen...02,M 
dargestellt haben. Wenn wir aber die Irrationalitäten f, durch eine ein- 
zige w, wie vorher ersetzen, so ergibt sich dieses rationale Integral in 
der Form: 


(100) KR ( FR: le 


#1 PERAT 
DER O2 


wo w, die Lösung einer irreduktiblen algebraischen Gleichung mit ratio- 
nalen Koeffizienten, nämlich von 


Ag 
(101) “2 (2 Y,W, | =0 


BER are. 


ist, woraus alle partiellen Ableitungen nach z,, von einer Ordnung höher 
als die (m, — 1)” vermöge der Gleichung (98), schon als eliminiert zu 
denken sind. Wenn wir nun den Wert von F, aus (100) in die partielle 
Differentialgleichung (97) einsetzen, so bekommen wir vermöge der 
Gleichung (98) eine algebraische Gleichung für w, mit Koeffizienten der- 
selben Art wie die in (101). Sei dieselbe | 
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Vermöge der Irreduktibilität der Gleichung (101) werden alle Lösungen 
derselben der Gleichung (102) genügen, so daß sich der folgende Satz 
ergibt: 

Wenn man in das Integral (100) anstatt w, die anderen 
Zweige %,, Ws, ..., w, der Gleichung (101) einsetzt, und da- 
durch die Ausdrücke R,, R,, ..., R, bekommt, so werden diese 
auch Integrale derjenigen partiellen Differentialgleichungen sein, 
die aus (97) hervorgehen, indem man statt der Koeffizienten f, 
andere Koeffizienten einsetzt, die durch w, bezw. w,, ..., W, 
gerade so ausgedrückt sind, wie f, durch w.. 


Wenn wir nun die zuletzt erwähnten » partiellen Differentialgleichungen 
aufstellen, die entsprechenden, rationalen Integrale einsetzen und, alle 
zusammen multipliziert, gleich Null setzen, so erhalten wir wie vorher 
eine symmetrische Funktion in den Lösungen der Gleichung (101), und 
wenn diese durch die Koeffizienten der Gleichung (101) ausgedrückt ist, 
so ergibt sich eine Relation von der Form: 
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worın W eine rationale Funktion bedeutet. Zufolge der Sätze über die 
Erhaltung der algebraischen Beziehung zwischen den Integralen alge- 
braischer Differentialgleichungen (siehe Koenigsberger: Crelle S. 156, 
B. 111 und Ölebsch, Annalen B. 20, S. 587) bleibt nun die Relation 
(103) noch erhalten, wenn man statt eines bestimmten Integrales unter 
den %, irgend ein anderes Integral der Gleichungen (98) einsetzt, wenn 
nur die übrigen passend gewählt werden. Es ergibt sich also der Satz: 


Die Funktionen R,, R,,...., R, bleiben noch Integrale ihrer 
entsprechenden partiellen Differentialgleichungen, wenn überall 
anstatt irgend eines bestimmten Integrales y, der partiellen 
Differentialgleichungen (98) irgend ein anderes eingesetzt wird — 
wenn nur die übrigen passend gewählt werden. 


Z. B. die partielle Differentialgleichung 
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worin Y,,%, zwei partikuläre Integrale der algebraischen partiellen Diffe- 
rentialgleichung 
ey , 0 
(105) —- +-=2, 
sind, hat das Integral 
(106) 4; ©. vH + Ys, 


das schon mit Adjungierung der Koeffizienten von (104) rational ist, und 
dieses bleibt noch bestehen in der Form 


-Yyt% 
als Integral der partiellen a 
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und zwar für jedes andere Paar von Integralen der partiellen Differential- 
gleichung (105), das der Relation, die aus (104) hervorgeht, durch das 
Einsetzen in dieselbe von F\ oder F', genügt, d. h. der Relation 
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Wenn wir wieder die an, Eorentialelse heine (82): 
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zu Grunde legen, und annehmen, daß die Gleichung (108) ein Integral von 
der Form 


(110) F=lgF, (2 Yı> en ) 
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hat, worin P, eine algebraische Funktion bedeutet und y, wieder ein 
Integral der partiellen Differentialgleichung (109) ist; so muß der Koeffi- 
zient von F' selbst in der Gleichung (108) Null sein, sonst hätte die 
Gleichung kein Integral von der Form (110). P, sei die Lösung der 
 algebraischen Gleichung mit rationalen Koeffizienten 
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hieraus kann man nun wieder die Ableitungen 
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berechnen, und wir finden genau wie bei den andern Fällen, durch das 
Einsetzen dieser Ableitung in die Gleichung (108), und mit Benützung 


Ba 


der Gleichungen (110) und (111), eine Gleichung für P, mit rationalen 
oy, 

He 
(m — 1)'® Grade. Auf diese Weise können wir wieder endlich zu einer 
identischen Gleichung in P, gelangen. Wenn nun die Gleichung von der 
die Identität entsprungen ist, eine lineare in P ist, so haben wir den 
gesuchten rationalen Ausdruck für P,; ist sie aber vom n'® Grade (wo 
n>1 ist), dann genügen alle ihre » Lösungen P,, P,,..., P,, der Iden- 
tität; d. h. die Funktionen: 


Koeffizienten in und /,, aber von höchstens dem 
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genügen der partiellen Differentialgleichung (108) und folglich wird ihr von 
2; 


— (log P, +log P, +: +log P,}, 
d.h. von 
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F=-logP-P,-:,P 
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genügt. Da aber das Produkt P, P,--- P, eine symmetrische Funktion 
der Lösungen einer algebraischen Gleichung mit rationalen Koeffizienten 
ist, so kann dasselbe auch geschrieben werden: 
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worin R eine rationale Funktion der eingeschlossenen Größen bedeutet. 
Die Funktion R darf auch keine Konstante sein, sonst wäre /, in (108) 
Null, was wir nicht annehmen wollen. Wenn wir wieder die Irrationali- 
täten /, durch eine einzige w, ausgedrückt haben, so ergibt sich (112) 
in der Form: 

(113) In - log o; (2 Yı, %, A ) 
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worin og, eine rationale Funktion ist, und w, eine Lösung der irreduktiblen 
algebraischen Gleichung »v" Grades 
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deren Lösungen w,, %,,...., w, sind, und aus welcher alle partiellen Ab- 

leitungen nach z, von einer Ordnung höher als die (m — 1)" schon ver- 

möge der Gleichung (109) eliminiert worden sind. Setzen wir nun den 

Wert (113) von F in (108) ein, so bekommen wir mit Benützung der 


BT. 


partiellen Differentialgleichung (109) eine algebraische Gleichung für ,, 
deren Koeffizienten gleichartig mit den Koeffizienten der Gleichung (11/) 
sind, so daß jede Lösung von (114) der neuen Gleichung genügt. Wir 
finden also, daß 


wenn die partielle Differentialgleichung (108) ein Integral (110) 
hat, worin P, eine algebraische Funktion bedeutet, so hat sie 
ein Integral (113), worin o, eine rationale Funktion bedeutet, 
und die der Funktion o, entsprechenden Werte o,,0;,...,0,, 
die aus o, entstanden sind durch das Einsetzen von bezw. 
Wy, Wg, ..., w, anstatt w,, sind auch Integrale derjenigen par- 
tiellen Differentialgleichungen, die aus (108) hervorgehen durch 
das Einsetzen von f,,f,,, - - -, /,, anstatt f,, wo f,, durch w, 


ausgedrückt ist genau wie f, durch w,. 


Man findet auch, wenn man diese n Integrale in die » entsprechenden 
partiellen Differentialgleichungen einsetzt und alle zusammen multipliziert, 
wodurch man eine symmetrische Funktion der » Lösungen der Gleichung 
(114) bekommt, die rational durch die Koeffizienten der Gleichung (114) 
ausdrückbar ist, so daß dieser letzten Relation durch jedes Integral der 
partiellen Differentialgleichung (109) genügt wird, 


daß die Logarithmen dieser rationalen Funktionen o,,03,:.-,0, 
auch Integrale ihrer entsprechenden partiellen Differential- 
gleichungen bleiben, wenn anstatt y, irgend ein anderes Integral 
der partiellen Differentialgleichung (109) überall eingesetzt wird. 


So hat z. B. die partielle Differentialgleichung 
EEG, 1 1 
‘2 dm tan an Yo dem 
das partikuläre Integral 
(116) F,=log(Yy +%#)—=log P,, 
wo x eine Konstante, und y, ein partikuläres Integral der partiellen Diffe- 
rentialgleichung 
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ist, deren allgemeines Integral 


(118) y= [2 —- pa — %)]’ 
ist, worin @ eine willkürliche Funktion bedeutet. Wenn nun als spe- 
zieller Fall | 
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gewählt wird, so erfüllt y, unsere früher aufgestellte Bedingung, denn es 
genügt bekanntlich keiner gewöhnlichen Differentialgleichung. Man sieht 


nun, daß P, schon rational in den Koeffizienten der Differentialgleichung 


(115) ist; weiter ist 

PF,=log(-Yy +») 
ein Integral der partiellen Differentialgleichung 
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und F, und F, bleiben auch noch Integrale von (115) und (120), wenn 
in F\ und F,, sowie in die Differentialgleichungen, irgend ein anderes 
Integral von (117) eingesetzt wird. 
Sei nun der Einfachheit wegen die partielle Differentialgleichung von 
der Form 
DR 0” y, 
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zu Grunde gelegt, worin f, eine algebraische Funktion der eingeschlossenen 
Größen bedeutet, und y, das schon. definierte partikuläre Integral der par- 
tiellen Differentialgleichung (109) ist. Wir nehmen nun an, daß (121) 
ein Integral der Form 
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hätte, worin F},..., F, algebraische Funktionen der eingeschlossenen 
Größen bedeuten, und 9,,%,,..., ®, eben solche von s, und worin die 
anderen 2-Größen nur als Parameter eintreten. Diese Quadraturen sollen 
nicht algebraisch ausführbar sein, sondern allgemeine Abelsche Integrale 
darstellen. Wenn wir diese Quadraturen mit 4,,%,,..., u, bezeichnen, 


und aus (122) die linke Seite von (121) bilden, so erhalten wir: 
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Wir haben nun in dieser Relation die Irrationalitäten M,F%,..., F,, 
(Pu)r >=, (Pu)r,, und ihre Ableitungen; diese letzten lassen sich aber — 


Ban... 


mit Hilfe der algebraischen Gleichungen, die die Irrationalitäten selbst 
definieren — rational durch die Irrationalitäten selbst und die in den 
Koeffizienten sich befindenden Größen ausdrücken, so daß man (123) in 
die Form 
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schreiben darf, worin R, eine rationale Funktion bedeutet, und worin die 
partiellen Ableitungen von y, nach z,, wie vorher, eine beliebige endliche 
Ordnung erreichen. Nun drücken wir die Irrationalitäten in AR, aus durch 
eine einzige Irrationalität w,, wie wir vorher getan haben, und setzen das 
Resultat gleich /,, so erhalten wir 
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worin R, eine rationale Funktion bedeutet, und w, die Lösung der irre- 
duktiblen algebraischen Gleichung mit rationalen Koeffizienten 


(126) w" + 0, ( Yı; re) ur SEHR, 0,= 0, 

in deren Koeffizienten sich keine Ableitungen von y, nach z, höher als 
von der (m — 1)'® Ordnung befinden. Es folgt hieraus, daß jede Lösung 
der Gleichung (126) der Gleichung (125) genügt. Darnach ergibt sich, daß 


die Grenzen der Abelschen Integrale in (122) algebraischen 
Gleichungen genügen, deren Koeffizienten rational aus 2,,Y%,, 
den partiellen Ableitungen von y, und dem Koeffizienten f, 
zusammengesetzt sind, und daß man n — 1 andere Integrale 
P,, P3,.-., P, erhält, wenn man in (122) anstatt der Irratio- 
nalitäten F,..., F,, u)rı,---,(®u)r,, diejenigen anderen Irra- 
tionalitäten einsetzt, die durch f,, 2, %ı nn — und irgend 
02"... 02, 

eine andere Lösung der Gleichung (126), etwa w, sich aus- 
drücken lassen, genau wie F\,F,,... durch 
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ausgedrückt sind. 


Wenn wir nun diese »n Integrale in die Gleichung (121) einsetzen 
und das Produkt aus den so erhaltenen Relationen bilden, so bekommen wir 
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Da die linke Seite eine symmetrische Funktion der Lösungen der Glei- 
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chung (126) ist, so kann man dieselbe rational durch die Koeffizienten 
dieser Gleichung ausdrücken, und eine Gleichung 
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für fi bekommen. Wenn nun f, die Lösung einer irreduktiblen Gleichung 
m'® Grades 
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ist, deren Koeffizienten, vermöge der partiellen Differentialgleichung (109) 
von allen partiellen Ableitungen von y, nach z, höher als die (m — 1)“, 
frei gemacht sind — so wird jede Lösung der Gleichung (129) der Glei- 
chung (128) genügen. D.h. wenn wir irgend eine andere Lösung, etwa 
f., in die linke Seite von (127) einsetzen, so muß ein Faktor derselben 
verschwinden, aber da das Verschwinden eines Faktors das aller anderen 
Faktoren nach sich zieht, so ergibt sich, daß 


die Integrale P,,P,,..., P, bestehen bleiben, wenn in die- 
selben und in die partielle Differentialgleichung (121) irgend 
ein anderer Zweig der Irrationalität f anstatt f, eingesetzt wird. 


Bildet man das Produkt 
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worin R\ den Wert, den R* annimmt beim Einsetzen von f, anstatt f, 


bedeutet, so wird die ganze linke Seite eine symmetrische Funktion der 
Lösungen der Gleichungen (126) und (129) sein, so daß sich dieselbe 
rational ausdrücken läßt durch die Koeffizienten der Gleichung (126) 
bezw. (129), und dies ergibt eine partielle Differentialgleichung, der %, 
genügt, infolgedessen genügt auch jedes andere Integral der partiellen 
Differentialgleichung (109) dieser eben erhaltenen partiellen Differential- 
gleichung. D.h. wenn man in die Gleichung (130) irgend ein anderes 
Integral von (109) einsetzt, so verschwindet mindestens ein Faktor von 
der linken Seite, aber dann muß jeder Faktor unter dem betreffenden II 
verschwinden, und wenn ein /I verschwindet, so werden vermöge des 
obigen Satzes alle verschwinden. Wir finden also: Ä 


die Integrale P,, P,,..., P, bleiben bestehen nicht nur für 
jeden Zweig der Funktion f,, sondern auch für jedes Integral 
der partiellen Differentialgleichung (109). 


Diese Sätze werden sich in derselben Weise ableiten lassen, wenn 
wir eine partielle Differentialgleichung der Form (108) zu Grunde legen 
und annehmen, daß dieselbe ein Integral zusammengesetzt aus algebraischen 
Funktionen, Logarıtnımen und Abelschen Integralen hat. 
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Beispiel: 
Wir wollen das Iolnande einfache Beispiel betrachten: die partielle 
Differentialgleichung 
op op 1 1 
131) 2 +2 —— 
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hat das partikuläre Integral 
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worin « und b Konstanten bedeuten und y, ein solches partikuläres In- 
tegral der partiellen SE 
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sein soll, welches nach unserer früher N Bedingung keiner 
totalen Ditferentinlgleichung genügen darf. Das allgemeine Integral von 


(133) ist 
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worin @ eine willkürliche Funktion bedeutet. Wir bilden nun 
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(8,)r, und F, lassen sich durch (#,)r, selbst ausdrücken, und es wird, 
wenn wir (®,)r, mit w, bezeichnen 
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wo w, die Lösung der Gleichung 

(137) Yyı + 9° — dw +2dw —1—=0 
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sind. Da aber (137) als irreduktibel mit Adjungierung der rechten Seite 
von (131) sein soll, und da die rechte Seite die Größe w, selbst enthält 
— so ist die gesuchte irreduktible Gleichung in w, vom ersten Grade. 
Wenn man nun an Stelle der rechten Seite von (131) irgend einen 
andern Zweig schreibt und den entsprechenden Wert für (®,)r, und F, 
in P, einsetzt, so bleibt das sich hieraus ergebende P auch ein Integral 
— wie man aus den vorhergehenden Relationen erkennt. Diese P,, P,, 
P,, P, bleiben nun ebenfalls Integrale ihrer entsprechenden partiellen 
Differentialgleichungen, wenn überall irgend ein anderes Integral der par- 
tiellen Differentialgleichung (133) — folglich das allgemeine Integral (134) 
selbst — anstatt y eingesetzt wird, denn man konımt immer auf dieselbe 
Differentialgleichung (133) beim Einsetzen des angenommenen Integrals 
in die partielle Differentialgleichung (131). Wenn auf der rechten Seite 
von (131) nicht gerade eine solche Irrationalität steht, dann werden wir 
auf eine irreduktible Gleichung in ww kommen, die nicht vom ersten 
Grade ıst; aber dann wird man die Gleichung (136) mit Adjungierung 
dieser Irrationalität im allgemeinen nicht in ihre irreduktiblen Faktoren 
zerlegen können. 
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Der Verfasser, Robert Ryland Fleet, ist am 16. September 1870 ın 
Middlesex County Virginia U. S. A. geboren. Er bekennt sich zur 
evangelischen Konfession. Fir genoß seinen ersten Unterricht auf den 
Publie Schools of Virginia and Missouri, besuchte die High School zu 
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versität zu Missouri, wo er vier Semester Mathematik und Physik studierte 
und als „Fellow“ in der Mathematik gewählt wurde. Im Juni 1900 
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er noch drei Semester Mathematik, Physik und Astronomie hörte, und 
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